PG(2,

4) tiene algunas propiedades notables y necesitaremos un teorema de

unicidad en los capitulos siguientes. En particular, demostraremos que existe un
unico plano proyectivo de orden 4.

1. Supongamos que (X, L) es un plano proyectivo segin la definicién de la
Seccién 2.1 y que para alguna recta | € £ se cumple |I| =n + 1.

a) Muestra que toda recta tiene n + 1 puntos.

b) Muestra que todo punto pertenece a n + 1 rectas.

¢) Deduce que hay n? +n + 1 puntos y n? +n + 1 rectas en total.

El ntimero n se llama el orden del plano.

Demostracion.

Definicién. Un plano proyectivo finito es un conjunto finito X, junto
con una familia £ de subconjuntos de X, que satisfacen los siguientes tres
ariomas:

PP1.

PP2.

PP3.

Cada par de elementos distintos de X pertenece exactamente a un
conjunto l € L.

La interseccion de cada par de elementos distintos de L es un unico
elemento de X.

Ezisten al menos cuatro elementos de X con la propiedad de que
ningun trio de ellos pertenece a un mismo elemento de L.

Es costumbre llamar puntos a los elementos de X y rectas a los elemen-
tos de L.

a) Sea ly la recta que, por hipétesis, tiene n+1 puntos y sea ls cualquier

otra recta del plano con Iy # l1. Queremos probar que |ls| = n + 1.
Por (PP2), las rectas I y I3 se intersecan en un inico punto; llamémos-

lo P. Ademés, por (PP3), existe un punto @ que no estd en I; ni en
lo.

= Justificar la existencia de Q

Consideremos los n + 1 puntos de l; (Py, Pi,...,P,). Para cada P;
en I, la recta que pasa por ) y P; es tnica por (PP1); denotémosla
por m;.

Las rectas my,...,m, son todas distintas. En efecto, si m; = m;
para i # j, entonces esa recta contendria a @, P; y P;. Como F; y P;
estan en [, se obtendria que @ € [y, contradiciendo la eleccién de Q.
Por (PP2), cada recta m; corta a [y en un unico punto. Denotemos
Ri = m; N 12.

Los puntos Ry, ..., R, son distintos. Si R; = R; con i # j, entonces
m; y m; se intersecarfan tanto en () como en R;, contradiciendo

(PP1).



L=

e

Por tanto, Il contiene al menos n+ 1 puntos distintos Ry, ..., R,. No
puede contener més. En efecto, si hubiese otro punto R’ € 5, distinto
de todos los R;, entonces la recta que une @ y R’ (dnica por (PP1))
cortarfa a Iy (por (PP2)) en un punto P; y dicha recta coincidiria con
m;, implicando R’ = R;. Esto es imposible, as{ que |ls| =n + 1.

Sea P un punto cualquiera de X. Queremos contar cuantas rectas
pasan por P.

Por (PP3), existe al menos una recta [ que no pasa por P y tiene
exactamente n + 1 puntos (Qo, Q1, ..., Qn)-

= Justificar por que existe [ que no pasa por P

Para cada Q; € [, llamemos m; a la recta que pasa por Py Q;.

Las rectas my, . . . ,m,, son todas distintas. En efecto, si m; = m; para
i # j, entonces esa recta contendria a P, @; y ;. Como Q;,Q; € I,
se tendria que P € [, contradiciendo la eleccién de [.

Por lo tanto, hay al menos n+ 1 rectas que pasan por P. Veamos que
no puede haber méas. Si m’ fuera otra recta que pasa por P, entonces
por (PP2) la recta m’ cortarfa a [ en un tnico punto, que tendria
que ser alguno de los Q;. Pero la recta que pasa por Py @; es m;,
asi que m’ = m;, lo cual contradice que m’ fuera nueva. Por tanto,
exactamente n + 1 rectas pasan por P.

Tomemos un punto fijo P € X. Por P pasan exactamente n + 1
rectas, que denotamos por mqg, m1, ..., M,.

Por (a), cada recta m; contiene n + 1 puntos. El punto P estd en
todas ellas, asi que en cada m; hay n puntos distintos de P.
Mostremos que los conjuntos de n puntos m; \ {P} son disjuntos. Si
un punto @) # P perteneciera a m; y m; con ¢ # j, entonces m; y
m; compartirfan los dos puntos P y @, contradiciendo (PP1).

De aqui se deduce que al menos existen

I+ (n+1)-n=n>+n+1,

donde el 1 corresponde a P y el término (n + 1) - n a los puntos
restantes en las rectas que pasan por P.

Ademads no pueden existir mas puntos debido a que si hubiera otro,
deberia pasar una recta por este y por P pero ya todas estas rectas
fueron tomadas en cuenta.

De manera andloga, tomemos una recta cualquiera ! que contiene
n + 1 puntos (Qo, @1, .-, Qn).

Por cada @); pasan exactamente n + 1 rectas. La recta [ pasa por
todos los ;. En cada punto @); hay n rectas distintas de I, de modo
que por cada Q; contamos n rectas adicionales.

De nuevo, estos conjuntos de n rectas son disjuntos: si una recta
m # | pasara por Q; y @); con i # j, entonces m y [ se intersecarian
en dos puntos distintos, contradiciendo (PP2).



Por lo tanto, el namero total de rectas es
1+ (n+1)-n=n*+n+1,

donde el 1 corresponde a [ y el término (n+ 1) - n a las demds rectas
que pasan por los puntos de [.

De manera andloga a los puntos sabemos que no existen rectas que
no hayan sido contadas.

O

2. Un hipérovalo en un plano proyectivo de orden n es un conjunto de n + 2
puntos, de forma que no tres de ellos son colineales. Muestra que toda
recta de un plano proyectivo de orden n corta a un hipérovalo en 0 o 2
puntos.

Demostracion. Sea H un hipérovalo y sea [ una recta cualquiera del plano.
Definamos k := |l N H|.

Primero, veamos que k < 3. Todos los puntos de [N H estan en la recta (.
Si k > 3, habria al menos tres puntos de H colineales, lo cual contradice
la definicién de hipérovalo. Por lo tanto, k < 3, es decir, k € {0,1,2}.

Supongamos que existe una recta [ que intersecta al hipérovalo H en exac-
tamente un punto P, es decir, k = 1.

Por el inciso anterior, por P pasan exactamente n+1 rectas. Las denotamos
por
l,ml,mg, ey My,

Sean Q1,Q2, ..., Qnr+1 los n+1 puntos de H que no estan en . Para cada
J, la recta que une P con @); es tnica y es distinta de I. Por tanto, cada
Q); pertenece a alguna de las rectas m;.

Como hay n 4 1 puntos @); y sélo n rectas m;, existe al menos una recta
my, que contiene a dos puntos distintos Q, y @ de H.

La recta my contiene entonces a los puntos P, Q, y Qp. Por tanto,
P,Q.,Qp, son colineales. Pero estos tres puntos pertenecen al hipérova-
lo H, lo cual contradice que H no tiene tres puntos colineales.

Esta contradiccién muestra que no puede ocurrir el caso £k = 1. En con-
secuencia, toda recta del plano intersecta al hipérovalo H en 0 o 2 pun-
tos. O

3. Sean Pj, Py, P3, Py cuatro puntos (ninguno de ellos tres colineales) en un
plano proyectivo de orden 4 y sea l;; la recta determinada por P; y P;.
Muestra que existen exactamente dos puntos P; v Pz que no estan en
ninguna de las rectas l;; y que el conjunto

H={P,P,... P

es un hipérovalo.



Demostracion. Por el inciso 1, para n = 4 tenemos:

= Puntos por recta: n + 1 = 5.

= Rectas por punto: n + 1 = 5.

» Puntos totales: n2 +n+1=16+4+1=21.
» Rectas totales: n? +n + 1 = 21.

Sea A = {Py, Py, P3, Py}. Las rectas l12, 13,14, 123,24, 34 son todas dis-
tintas, pues si l;; = lj, con i,j € {1,2,3,4}, entonces P;, P;, P, serfan
colineales, contradiciendo la hipétesis. Clasificamos los puntos del plano
segun cuantas de estas rectas pasan por ellos:

= Puntos en 3 rectas. El punto P; estd en las rectas lis,l13,l14 ¥
analogamente ocurre con Ps, P3, Py. En total hay 4 puntos de este
tipo.

= Puntos en 2 rectas. Sean P; = l1oNl34, Ps = l13Nla4 v Py = l14Nla3.
Estos tres puntos no pertenecen a A (cada uno es colineal con un par
distinto de puntos de A). En total hay 3 puntos de este tipo.

» Puntos en 1 recta. Cada una de las 6 rectas [;; tiene 5 puntos. Por
ejemplo, 12 contiene a Py, P», Pr, asi que tiene 2 puntos adicionales
que no estan en A ni entre Py, Py, Py. De manera andloga, cada una
de las 6 rectas aporta 2 puntos de este tipo y cada uno de estos puntos
estd en una tUnica recta de la familia {l;;}. Por tanto, hay 6 - 2 = 12
puntos de este tipo.

En total, hemos contabilizado 4 + 3 + 12 = 19 puntos, pero el plano tiene
21 puntos. Por lo tanto, existen exactamente dos puntos que no estan en
ninguna de las rectas l;;; los denotamos por Ps y Ps.

Veamos ahora que ninguna recta [ del plano puede contener tres (o més)
puntos de H.

= Sil contiene tres puntos P;, Pj, P, con 4,5,k € {1,2,3,4}, esto contra-
dice la hipdtesis inicial de que ningtin trio de puntos de A es colineal.

= Si ! contiene dos puntos P;, P; de A y ademds P5 o Ps (con 4,j €
{1,2,3,4}), entonces la recta que pasa por P; y P; es precisamente
l;; y ya sabemos que P5 y Fs no pertenecen a ninguna de las rectas
lij, lo cual es una contradiccién.

= Sil contiene P;, Ps, Ps con i € {1,2, 3,4}, consideremos las rectas que
pasan por Ps y un punto de A. Hay exactamente cuatro rectas que
intersecan a A en un solo punto y que pasan por Ps;, una por cada
P, € Ay ademds una recta externa (que no contiene puntos de A).
Lo mismo sucede con FPg. La recta l5¢ es la recta externa comun a
Ps v Ps, de modo que ninguna recta que contenga a P5 y P puede
contener ademds un punto de A.

R



De esta manera, toda recta contiene a lo mas dos puntos de H y como
|H| =6 =442, se tiene que H es un hipérovalo. O

. Sea X el conjunto de puntos de un plano proyectivo de orden 4 y sea H un
hipérovalo. Muestra que, para cada punto P € X \ H, existe una particién
de H en tres pares (determinada por las rectas que pasan por P) y que
cada una de esas particiones ocurre.

Demostracion. En el inciso 2 se probé que toda recta del plano intersecta
a H en 0 o 2 puntos. Como el plano es de orden 4, por el inciso 1 tenemos
|X| =21y, al ser H un hipérovalo, |H| = 6. Por lo tanto, hay

IX\H|=21-6=15
puntos externos a H y sabemos que por cada uno de ellos pasan exacta-

mente 5 rectas.

Clasifiquemos estas 5 rectas segin el ntimero de puntos en que cortan a
H. Para un punto fijo P € X \ H, sea s el nimero de rectas que cortan
a H en 2 puntos (secantes) y e el nimero de rectas que no cortan a H
(externas). Entonces

s+e=5

y, como H tiene 6 puntos y cada secante aporta exactamente 2 puntos de
interseccién, se cumple también

25 = 6.
De aqui obtenemos s = 3 y e = 2. Es decir, por cualquier punto P fuera
de H pasan 3 secantes a H y 2 rectas externas.

Denotemos estas secantes por [y, [, [3. Sus intersecciones con H son pares
de puntos:

hnH={Q1,Q2}, lLbNH={Qs3,Qs}, I3NH={Qs5,Qs}

Las rectas I,1la,l3 s6lo se intersecan en P, asi que los pares {Q1,Q2},
{Qs3,Q4} v {Q@s5,Qs} son disjuntos y su unién es H. En consecuencia, las
secantes que pasan por P determinan una particiéon de H en tres pares.

Contemos ahora cudntas particiones de este tipo existen. El nimero de
maneras de dividir un conjunto de 6 elementos en 3 pares no ordenados es

OO _,

Por un lado, tenemos 15 puntos externos a H y por otro lado, 15 parti-
ciones posibles de H en tres pares.

Supongamos que dos puntos distintos P, P’ € X \ H generan la misma
particién

{{Q1.Q2},{Q3,Q4},{Q5,Q6} }



Entonces, para P, las secantes correspondientes son las rectas que pasan
por los pares {Q1,Q2}, {@3,Q4} vy {Q5,Q6} v lo mismo ocurre para P’.
En particular, las rectas que pasan por Q1 y @2 deben ser la misma para
P y para P’ y lo mismo con los otros dos pares. Esto implicaria que P y
P’ pertenecen simultdneamente a dos secantes distintas, lo cual no puede
suceder debido a (PP1). Por tanto, P y P’ no pueden determinar la misma
particién.

Concluimos que cada punto de X \ H determina una particién distinta de
H en tres pares y como hay exactamente tantas particiones como puntos
externos, cada particién posible aparece. O

. Sean (X;, £;), con i = 1,2, dos planos proyectivos de orden 4 que contienen
los hipérovalos H;. Muestra que toda correspondencia uno a uno Hy <> Hs
puede extenderse a una correspondencia uno a uno X; <> Xy que hace
corresponder £ con Ls. Deduce que todo plano de orden 4 es isomorfo
(en el sentido usual) a PG(2,4).

Demostracion. Sea f : Hy — Hy una biyeccion. Definimos F' : X; — Xo
como sigue:

a) Para cualquier punto P € H;, definimos F(P) = f(P).

b) Si P € X7\ Hi, por el inciso 4 el punto P determina una particién
Unica de Hy en tres pares:

{{AvB}v {CaD}a {EaF}}

Aplicando f a cada punto de H;, obtenemos una particiéon de Hs:

{{7(A). F(B)}.{S(C), F(D)} S (E), f(F)}}-

Por el inciso 4, esta particion de Hy corresponde a un tinico punto
Q@ € X3\ Hz. Definimos entonces F(P) = Q.

La aplicaciéon F' esta bien definida para todos los puntos de X;. Ademas,
si P, P’ € X; son distintos, entonces determinan particiones distintas de
Hy, que al aplicar f producen particiones distintas de Hs. Por el inciso
4, estas particiones corresponden a puntos distintos en X5, de modo que
F(P) # F(P'). Esto muestra que F es inyectiva.

Mostremos ahora que F' envia rectas en X; a rectas en Xs.
= Si|liNHi| =2, sea
ll - {A7B7P17P2ap3}7

donde A,B € Hy y P, € X; \ H;. En el segundo plano, los pun-
tos f(A), f(B) € Hy determinan una tunica recta secante a Hs, que
denotamos por 5.



Sea @1 = F(Py). Por construccién, la particién asociada a P; con-
tiene el par {4, B}, as{ que la particién asociada a () contiene el
par {f(A), f(B)} y por el inciso 4, esto significa que Q1 estd sobre
la recta determinada por f(A) y f(B), es decir, sobre l3. Lo mismo
ocurre con F'(P,) y F(Ps): todas sus particiones contienen el par
{f(4), f(B)}, asi que sus imégenes también pertenecen a ls.

En consecuencia, F' envia los 5 puntos de [; en los 5 puntos de la
recta ly. Obsérvese que un razonamiento andlogo vale para F~!, de
modo que la incidencia en las secantes se preserva en ambos sentidos.

= Si|ly N Hy| =0, es decir, l; es una recta externa a Hy, consideramos
un punto externo genérico R € X; \ Hy. Las tres rectas secantes a
H, que pasan por R determinan una particién tnica

m(R) = {{A,B},{C. D}, {E, F}}

de H; en tres pares de puntos. Por construccién, F(R) es el punto
de X5 \ Hs cuya particién es

T(F(R)) = {{f(A), F(B)}. {f(C), (D)} {f(E), f(F)}}.

Sea ahora I3 una recta externa a Hj y sean P, € [; dos puntos
distintos. Primero observamos que las particiones 7(P) y m(Q) no
pueden compartir ningin par de puntos de H;. En efecto, si compar-
tieran el par {A, B}, entonces existirfan dos secantes a Hj, una por
P y otra por @, que pasaran ambas por A y B. Como la recta que
une A y B es Unica, esto implicaria que esa recta contiene a la vez a
Py @, por lo que l; seria secante a Hy, en contradiccién con que es
externa. Por lo tanto, m(P) y 7(Q) son particiones disjuntas.

Al aplicar f punto a punto, las particiones w(F(P)) y n(F(Q)) en
H, tampoco comparten ningiin par, pues sélo se han renombrado los
puntos del hipérovalo.

Sea I’ la recta que pasa por F(P) y F(Q) en el segundo plano. Su-
pongamos, para obtener una contradiccién, que I’ es secante a Ha y
corta a Hy en el par {A’, B'}. Entonces, para el punto F(P), la recta
" es una de sus secantes, de modo que el par {A’, B’} aparece en
la particién 7 (F(P)). Lo mismo sucede para F(Q), pues I’ también
pasa por F(Q): el par {A’, B’} debe aparecer en 7(F(Q)). Esto im-
plicarfa que w(F(P)) y m(F(Q)) comparten el par {A’, B'}, lo cual
contradice que dichas particiones son disjuntas.

En consecuencia, I’ no puede ser secante a Hs. En un plano proyectivo
de orden 4 con un hipérovalo, toda recta corta al hipérovalo en 0 o
2 puntos; por lo tanto, si I’ no es secante, debe ser externa. Asi, la
recta que une F(P) y F(Q) es externa a Hy y se concluye que F'
envia rectas externas a rectas externas.

Hemos visto que F' preserva la incidencia y es inyectiva, como X7 y Xo
tienen el mismo nimero de puntos es biyectiva. Con esto, F' induce una



correspondencia uno a uno entre los puntos de X; y los de X5 que respeta
la estructura de rectas, es decir, un isomorfismo de planos proyectivos.

Finalmente, sea Pyen un plano proyectivo genérico de orden 4. Por (PP3)
existen en Pye, cuatro puntos no colineales y por el inciso 3 esto garantiza
la existencia de un hipérovalo Hye,. Tomando una biyeccién f : Hgen, — H,
donde H es un hipérovalo en PG(2,4) y extendiéndola a F : Py, —
PG(2,4) como antes, obtenemos un isomorfismo entre Pyen v PG(2,4).

Por lo tanto, cualquier plano proyectivo de orden 4 es isomorfo a PG(2,4);
es decir, salvo isomorfismo, sé6lo existe un plano proyectivo de orden 4. [



